
2 Definitionen und Vorüberlegungen
Seien M eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und α, β ą 0.

Definition 2.1. Sei 0 ď k ď n. Wir bezeichnen mit ΩkpMq :“ ΓpΛkT˚Mq
den Raum aller glatten Differentialformen vom Grad k auf M , d.h., aller
glatten Schnitte ω der k-ten äußeren Potenz des Kotangentialbündels von
M . Das bedeutet, dass jedem p P M eine reelle alternierende Multilinear-
form ωp auf dem Tangentialraum TpM zugeordnet wird, und zwar so, dass
für alle Vektorfelder X1, . . . , Xk P ΓpTMq die Abbildung

M Ñ R : p ÞÑ ωp

`pX1qp, . . . , pXkqp
˘

glatt ist.
Der Raum ΩkpM,Cq sei wie oben mit "komplex" anstelle von "reell" und
C anstelle von R definiert, d.h., ΩkpM,Cq “ ΩkpMq b C.

Glatte Differentialformen können entlang differenzierbarer Abbildungen zu-
rückgezogen werden. Die Räume ΩkpMq sind zudem ausgestattet mit der
äußeren Ableitung d : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMq, welches mit dem Rücktransport
verträglich ist:

Definition 2.2. Sei f : M Ñ N eine differenzierbare Abbildung zwischen
zwei riemannschen Mannigfaltigkeiten M und N . Dann ist f˚ : C8pNq Ñ
C8pMq : ϕ ÞÑ ϕ ˝ f der induzierte Rücktransport auf Funktionen und
f˚ : ΩkpNq Ñ ΩkpMq für 0 ă k ď n der durch

pf˚ωqppX1, . . . , Xkq :“ ωfppqpdfppX1q, . . . , dfppXkqq
für alle p P M , X1, . . . , Xk P TpM und ω P ΩkpNq gegebene Rücktransport
auf k-Formen.

Bemerkung 2.3. Die äußere Ableitung d ist natürlich, d.h., für alle dif-
ferenzierbaren Abbildungen f : M Ñ N zwischen zwei riemannschen Man-
nigfaltigkeiten M und N gilt, dass f˚dω “ dpf˚ωq für alle ω P ΩkpNq.
([Jän03, S. 145])

Definition 2.4. Sei 0 ď k ď n. Das L2-Skalarprodukt p¨, ¨q von zwei glatten
kompakt getragenen k-Formen ω und σ auf M ist wie folgt definiert:

pω, σq :“
ż
M

xω, σy.

Hierbei bezeichnet x¨, ¨y das gewöhnliche punktweise definierte Skalarpro-
dukt auf Differentialformen und es wird bzgl. der riemannschen Volumen-
dichte integriert.
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Die Vervollständigung der glatten kompakt getragenen k-Formen Ωk
c pMq

bzgl. p¨, ¨q bezeichnen wir mit Ωk
L2pMq :“ L2pM,ΛkT˚Mq.

Weiterhin sei Ωk
L2pM,Cq :“ Ωk

L2pMq b C.

Wir haben nun alle Mittel beisammen um den zentralen Operator dieser
Arbeit einzuführen.

Definition 2.5. Wir definieren den Operator

FM
αβ :“ αdδ ` βδd

auf dem Raum Ω1pMq. Hierbei ist δ der zu d formal adjungierte Operator,
d.h., für alle k P N und alle ω P Ωk

c pMq und η P Ωk`1
c pMq ist

pdω, ηq “ pω, δηq.
Notation 2.6. Wir bezeichnen den Hodge-Laplace-Operator auf Ω1pMq
wie folgt:

ΔM :“ FM
11 “ dδ ` δd.

Für den gewöhnlichen Laplaceoperator auf den glatten Funktionen C8pMq
schreiben wir ΔM

0 :“ δd.

Bemerkung 2.7.

1. FM
αβ ist formal selbstadjungiert, denn für alle ω, σ P Ω1

cpMq gilt:

pFM
αβω, σq “ `pαdδ ` βδdqω, σ˘

“ αpdδω, σq ` βpδdω, σq
“ αpω, dδσq ` βpω, δdσq
“ pω, FM

αβσq.

2. Eigenformen zu verschiedenen Eigenwerten von FM
αβ sind orthogonal

bzgl. des L2-Skalarproduktes. Denn seien λ, μ P SpekpFM
αβq mit λ ‰ μ,

ω P EigpFM
αβ , λq und σ P EigpFM

αβ , μq. Dann gilt:

λpω, σq “ pFM
αβω, σq “ pω, FM

αβσq “ μpω, σq,
weshalb

pλ ´ μqpω, σq “ 0.

Wegen λ ‰ μ erhalten wir, dass pω, σq “ 0. Daher sind ω und σ
orthogonal.
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Definition 2.8. Sei 0 ď k ď n. Der eindeutig bestimmte metrische torsi-
onsfreie Zusammenhang

∇ : ΓpTMq ˆ ΓpTMq Ñ ΓpTMq
auf M , der Levi-Civita-Zusammenhang, induziert auf folgende Weise einen
Zusammenhang

∇ : ΓpTMq ˆ ΩkpMq Ñ ΩkpMq
auf den glatten k-Formen auf M : Für X,Y1, . . . , Yk P ΓpTMq und ω P
ΩkpMq setzen wir

p∇XωqpY1, . . . , Ykq :“ BX
`
ωpY1, . . . , Ykq˘

´
kÿ

i“1

ωpY1, . . . , Yi´1,∇XYi, Yi`1, . . . , Ykq.

Bemerkung 2.9.

1. Man kann nachprüfen, dass mit (2.8) tatsächlich ein Zusammenhang
definiert wird. Das bedeutet, dass ∇ C8pMq-linear im ersten, R-linear
im zweiten Eingang ist und die Produktregel

∇Xpfωq “ BXf ¨ ω ` f ¨ ∇Xω

für alle X P ΓpTMq, ω P ΩkpMq und f P C8pMq erfüllt.

2. Für zerlegbare k-Formen ω1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωk P ΩkpMq gilt darüber hinaus
die Produktregel

∇Xpω1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωkq “
kÿ

i“1

ω1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωi´1 ^ ∇Xωi ^ ωi`1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωk

für X P ΓpTMq.
Lemma 2.10. Seien p P M , 0 ď k ď n, ω P ΛkTp̊ M , η P Λk`1Tp̊ M und
X P TpM . Dann gilt, dass

xω,X{ ηy “ xX5 ^ ω, ηy,
wobei für alle Y P ΓpTMq die Abbildung Y { durch

Y { : Ωk`1pMq Ñ ΩkpMq : ω ÞÑ Y { ω :“ ωpY, ¨, . . . , ¨q
definiert und Y 5 :“ xY, ¨y das metrisch Duale zu Y ist.
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Beweis. Sei te1, . . . , enu eine Orthonormalbasis von TpM und te1, . . . , enu
die zugehörige duale Basis von Tp̊ M , d.h., eipejq “ δij für alle i, j P
t1, . . . , nu. Aufgrund der Linearität in den drei Argumenten können wir
annehmen, dass

ω “ ei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eik ,

η “ ej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejk`1

und X “ el für l P t1, . . . , nu, 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď n und 1 ď j1 ă ¨ ¨ ¨ ă
jk`1 ď n. Dann ist

X {η “ el { pej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejk`1q

“
#

p´1qm´1ej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ yejm ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejk`1 Dm : l “ jm

0 sonst.

Ferner gilt

xei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eik , ej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ yejm ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejk`1y P �
0, 1

(
.

Das letztere Skalarprodukt ist eins im Fall, dass l “ jm und zusätzlich für
die Indextupel

pi1, . . . , ikq “ pj1, . . . , xjm, . . . , jk`1q
gilt, ansonsten ist das Skalarprodukt null. Diese beiden Bedingungen sind
äquivalent zu der Bedingung

pi1, . . . , im´1, l, im`1, . . . , ikq “ pj1, . . . , jk`1q.
Daraus folgt, dass

p´1qm´1xei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eik , ej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ yejm ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejk`1y
“ xel ^ ei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eik , ej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejk`1y

gilt, also insgesamt
xω,X{ηy “ xX5 ^ ω, ηy.

Wir überlegen uns mit Hilfe von Lemma 2.10 wie das äußere Differenti-
al d und die Koableitung δ in Termen des Zusammenhangs auf Formen
geschrieben werden können.

Proposition 2.11. Sei te1, . . . , enu eine lokale Orthonormalbasis von TM
und te1, . . . , enu die zugehörige duale Basis von T˚M . Dann gilt:

d “
nÿ

i“1

ei ^ ∇ei und δ “ ´
nÿ

i“1

ei { ∇ei .
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Beweis. Sei 0 ď k ď n. Wir zeigen zunächst die Formel für d. Sei rU Ď M
offen, tE1, . . . , Enu Ă Γp rU, TMq eine lokale Orthonormalbasis von TM ,
tE1, . . . , Enu die zugehörige duale Basis, te1, . . . , enu die Standardbasis von
Rn und p P rU . Wir definieren den Isomorphismus

f : Rn Ñ TpM :
nÿ

i“1

viei ÞÑ
nÿ

i“1

viEi

ˇ̌
p
.

Sei weiterhin U Ă M eine offene Umgebung von p, sodass expp
ˇ̌
exp´1

p pUq
ein Diffeomorphismus ist. Hierbei ist expp die riemannsche Exponentialab-
bildung in p. Dann definieren

x :“ f´1 ˝ exp´1
p : U Ñ f´1

`
exp´1

p pUq˘ “: V Ď Rn

riemannsche Normalkoordinaten in p. Für die zugehörigen Koordinatenfel-
der B

Bx1
, . . . , B

Bxn
gilt in p:

B
Bxi

ˇ̌̌
p

Def“ pdxpq´1peiq “ dpx´1qxppqpeiq “ dpexpp ˝fq0peiq
“ `

dpexppqfp0q ˝ df0
˘peiq “ `

dpexppq0looomooon
“idTpM

˝df0
˘peiq

“ df0loomoon
“f, da f linear ist.

peiq “ fpeiq “ Ei

ˇ̌
p

für alle i P t1, . . . , nu. Da die Christoffelsymbole in riemannschen Normal-
koordinaten in p verschwinden, ist für alle i, j P t1, . . . , nu

∇ B
Bxi

B
Bxj

ˇ̌̌
p

“
nÿ

i“1

Γk
ijppq B

Bxk

ˇ̌̌
p

“ 0.

Damit ist auch ∇ B
Bxi

dxj
ˇ̌
p

“ 0 für alle i, j P t1, . . . , nu, denn für alle X “
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řn
i“1 X

i B
Bxi

P Γp rU, TMq gilt dann in p, dass

p∇ B
Bxi

dxjqpXq “ B
Bxi

`
dxjpXq˘ ´ dxj

´
∇ B

Bxi

X
¯

“ B
Bxi

Xj ´
nÿ

l“1

dxj

ˆ̂ B
Bxi

X l

˙ B
Bxl

` X l ∇ B
Bxi

B
Bxllooomooon

“0

˙

“ B
Bxi

Xj ´
nÿ

l“1

ˆ B
Bxi

X l

˙
dxj

ˆ B
Bxl

˙
looooomooooon

“δjl

“ B
Bxi

Xj ´ B
Bxi

Xj

“ 0.

(1)

Sei nun ω “ ř
1ďi1ă¨¨¨ăikďn ωi1̈ ¨¨kdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik P ΩkpMq. Dann gilt für

alle i P t1, . . . , nu, dass

∇ B
Bxi

ω “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

ˆˆ B
Bxi

ωi1̈ ¨¨k

˙
dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik

` ωi1̈ ¨¨k∇ B
Bxi

pdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikq
˙

(1)“
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

ˆ B
Bxi

ωi1̈ ¨¨k

˙
dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik

in p und dort somit

nÿ
i“1

Ei ^ ∇Ei
ω “

nÿ
i“1

dxi ^ ∇ B
Bxi

ω

“
nÿ

i“1

ÿ
1ďi1ă¨¨¨ăikďn

ˆ B
Bxi

ωi1̈ ¨¨k

˙
dxi ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik

“ d

˜ ÿ
1ďi1ă¨¨¨ăikďn

ωi1̈ ¨¨kdx
i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik

¸
“ dω.

Es folgt die erste Behauptung.
Der Beweis für die Formel für δ teilt sich in mehrere Schritte auf.
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Schritt 1: Für alle f P C8pMq und X P ΓpTMq gilt bekanntlich die Pro-
duktregel

divpf ¨ Xq “ dfpXq ` f ¨ divpXq.
Mit dieser und dem Gaußschen Integralsatz istż

M

BXf “
ż
M

dfpXq “
ż
M

divpf ¨ Xqlooooooomooooooon
“0

´
ż
M

f ¨ divpXq

“ ´
ż
M

f ¨ divpXq.

Für ω, σ P Ω1
cpMq gilt daher, dass

´
ż
M

xω, σydivpXq “
ż
M

BXxω, σy

“
ż
M

`x∇Xω, σy ` xω,∇Xσy˘
.

Somit erhalten wir, dassż
M

x∇Xω, σy “ ´
ż
M

xω,∇Xσy ´
ż
M

xω, σydivpXq. (2)

Schritt 2: Für alle i P t1, . . . , nu und X “ řn
j“1 X

jEj P ΓpTMq gilt, dass

p∇Ei
EiqpXq “ BEi

`
EipXq˘ ´ Eip∇Ei

Xq

“ BEi
Xi ´

nÿ
j“1

Ei
`pBEi

XjqEj ` Xj∇Ei
Ej

˘
“ BEi

Xi ´ BEi
Xi ´

nÿ
j“1

XjEip∇Ei
Ejloomoon

“řn
l“1 Γl

ijEl

q

“ ´
nÿ

j“1

XjΓi
ij “ ´

nÿ
j“1

Γi
ijE

jpXq.

Daher ist

nÿ
i“1

∇EiE
i “ ´

nÿ
i,j“1

Γi
ijE

j . (3)
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Schritt 3: Es ist für alle i P t1, . . . , nu

divpEiq “
nÿ

j“1

x∇Ej
Ei, Ejy “

nÿ
j“1

Γj
ji,

weshalb
nÿ

i“1

divpEiqEi “
nÿ

i,j“1

Γj
jiE

i (3)“ ´
nÿ

i“1

∇Ei
Ei. (4)

Schritt 4: Seien nun ω P Ωk
c pMq und η P Ωk`1

c pMq. Dann gilt mit Lemma
2.10 und den Schritten 1 und 3, dassˆ

ω,´
nÿ

i“1

Ei { ∇Ei
η

˙
“ ´

ż
M

nÿ
i“1

xω,Ei { ∇Ei
ηy

2.10“ ´
ż
M

nÿ
i“1

xEi ^ ω,∇Ei
ηy

(2)“
ż
M

nÿ
i“1

`x∇Ei
pEi ^ ωq, ηy ` xη,Ei ^ ωydivpEiq

˘
“

ż
M

nÿ
i“1

xEi ^ ∇Eiω, ηy

`
ż
M

˜C
nÿ

i“1

∇Ei
Ei ^ ω, η

G
`

C
η,

nÿ
i“1

divpEiqEi ^ ω

G¸
looooooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

(4)“ 0

“
ż
M

xdω, ηy “ pdω, ηq “ pω, δηq.

Da ω und η beliebig waren, folgt die zweite Behauptung.

Um vom Spektrum von FM
αβ (im Fall, dass M kompakt ist) als Menge von

Eigenwerten mit zugehörigen Vielfachheiten sprechen zu können, führen
wir das Konzept einer gewichteten Menge ein.

Definition 2.12.

1. Eine gewichtete Menge ist eine Funktion W : C Ñ N0.

2. Falls W einen abzählbaren Träger supppW q :“ tz P C | W pzq ‰ 0u “
tzi | i P Nu hat, schreiben wir

W :“ tpz1,W pz1qq, pz2,W pz2qq, . . . u
12



bzw.
W :“ tz1, . . . , z1loooomoooon

W pz1q-mal

, z2, . . . , z2loooomoooon
W pz2q-mal

, . . . uW .

3. Seien W und W 1 gewichtete Mengen, dann sei ihre gewichtete Verei-
nigung W ] W 1 wie folgt definiert:

pW ] W 1qpzq :“ W pzq ` W 1pzq
für alle z P C.

4. Außerdem führen wir für m,m1 P N0 folgende Notation ein:

W m]m1
W 1 :“ W ] ¨ ¨ ¨ ] Wlooooooomooooooon

m -mal

]W 1 ] ¨ ¨ ¨ ] W 1loooooooomoooooooon
m1 -mal

.

Für m “ 1 oder m1 “ 1 lassen wir den Index meist weg.

5. Die Differenz von W und W 1 ist die gewichtete Menge W zW 1, welche
durch

pW zW 1qpzq :“ maxtW pzq ´ W 1pzq, 0u
für alle z P C definiert ist.

6. Das Minimum einer gewichteten Menge W mit dem Träger supppW q Ď
R legen wir durch minpW q :“ min

`
supppW q˘

fest.

7. Für r P R˚ sei rW pzq :“ W p z
r q für alle z P C.

Bemerkung 2.13. Anders als in gewöhnlichen Mengen können in gewich-
teten Mengen Elemente mehrfach auftreten.

Definition 2.14. Seien α, β ą 0 und M kompakt.

1. Wir bezeichnen mit

EigpFM
αβ , λq :“ tω P Ω1pMq | FM

αβω “ λωu
den Eigenraum von FM

αβ zum Eigenwert λ.

2. Das Spektrum von FM
αβ ist die gewichtete Menge

SpekpFM
αβq :“ dim

`
EigpFM

αβ , ¨q˘
.

Für zweidimensionale orientierbare riemannsche Mannigfaltigkeiten M sind
die Spektren von FM

αβ und FM
βα, wie wir im Folgenden zeigen werden, iden-

tisch.
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Definition 2.15. Sei M orientiert und volM die kanonische riemannsche
Volumenform auf M . Dann nennt man die für alle 0 ď k ď n durch

ω ^ ˚σ “ xω, σyvolM
für alle ω, σ P ΩkpMq gegebene eindeutige lineare Abbildung

˚ : ΩkpMq Ñ Ωn´kpMq
den Hodge-Stern-Operator.

Bemerkung 2.16. In [Jän03, S. 220-225] kann man die folgenden Aussa-
gen nachlesen:

1. Man kann zeigen, dass tatsächlich solch eine lineare Abbildung ˚ exis-
tiert und dass diese eindeutig ist.

2. Für alle ω P ΩkpMq ist

˚ ˚ ω “ p´1qkpn´kqω.

3. Auf orientierbaren Mannigfaltigkeiten M können wir für 0 ď k ď n
das Kodifferential δ : Ωn´kpMq Ñ Ωn´k´1pMq nun auch mittels des
Hodge-Stern-Operators ausdrücken:

δ “ p´1qk`1 ˚ d ˚´1 .

Proposition 2.17. Seien α, β ą 0 und M eine zweidimensionale orien-
tierbare riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann stimmen die Spektren von FM

αβ

und FM
βα überein.

Beweis. Sei zunächst n P N beliebig. Für 0 ď k ď n schreiben wir ˚k :“
˚ˇ̌

ΩkpMq. Es gilt wegen

˚n´k˚k “ p´1qkpn´kqidΩkpMq (5)

und

δ “ p´1qk`1 ˚k`1 d˚´1
k , (6)

für alle 0 ď k ď n, dass

˚kδ˚´1
k`1

(5)“ p´1qkpn´kqp´1qpk`1qpn´k´1q ˚´1
n´k δ˚n´k´1

“ p´1qp2k`1qpn´kq´k´1 ˚´1
n´k δ˚n´k´1

“ p´1qn´1 ˚´1
n´k δ˚n´k´1

(6)“ p´1qn´1`n´kd

“ p´1qk`1d.

(7)
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Folglich ist

˚kdloomoon
(6)“ p´1qkδ˚k´1

δ˚´1
k “ p´1qkδ ˚k´1 δ˚´1

k

(7)“ p´1q2kδd “ δd

und

˚kδ d˚´1
kloomoon

(6)“ p´1qk`1˚´1
k`1δ

“ p´1qk`1 ˚k δ ˚´1
k`1 δ

(7)“ p´1q2pk`1qdδ “ dδ.

Insgesamt ergibt sich

˚kpαdδ ` βδdq˚´1
k “ αδd ` βdδ.

Sei nun n “ 2 wie vorausgesetzt. Dann ist ˚1 eine bijektive Selbstabbildung
von Ω1pMq. Wir haben also gezeigt, dass

˚1FM
αβ˚´1

1 “ FM
βα.

Sei nun ω P EigpFM
αβ , λq. Dann ist

FM
βα ˚1 ω “ ˚1FM

αβω “ ˚1λω “ λ ˚1 ω,
d.h., ˚1ω P EigpFM

βα, λq. Ist umgekehrt η P EigpFM
βα, λq Ď Ω1pMq, so gibt es

ein ω P Ω1pMq mit η “ ˚1ω und es gilt

˚1FM
αβω “ ˚1FM

αβ ˚´1 η “ FM
βαη “ λη “ λ ˚1 ω “ ˚1λω.

Daher ist
FM
αβω “ λω

und somit ω P EigpFM
αβ , λq. Wir haben insgesamt also gezeigt, dass die

Abbildung
˚1 : EigpFM

αβ , λq Ñ EigpFM
βα, λq

bijektiv ist und demzufolge

SpekpFM
αβq “ SpekpFM

βαq.
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